Предикаты
Высказывание – предложение, про которое можно сказать, истинно оно или ложно.
0 – ложь, 1 – истина.

Предикат – это функция от n переменных, имеющая своей областью прибытия множество {0, 1}.

Другими словами, предикат – это формула, содержащая n переменных, которая при их фиксировании принимает значение «ложь» или «истина».
Предикат 
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Предикат 
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 называется тождественно истинным, если на любом наборе своих аргументов он принимает значение «истина».
Пример: 
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Предикат 
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 называется выполнимым, если хотя бы на одном наборе своих аргументов он принимает значение «истина».
Пример: человек 
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Действия над предикатами

Пусть 
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Отрицанием предиката 
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Пусть даны два предиката 
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Импликацией предикатов 
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Аналогично вводятся операции конъюнкции, дизъюнкции и т.п.
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 - квантор общности («для любого»).
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  - квантор существования («существует»).
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Пример: 
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Следовательно, 
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 - выполнимый, но не тождественно истинный.

Операции навешивания квантора общности и квантора существования называются операциями квантификации.
Порядок выполнения действий: 
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Теорема о представлении квантора общности через конъюнкцию
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Доказательство.

Зафиксируем 
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И левая, и правая части уравнения (1) принимают значение «истина» на одних и тех же наборах аргументов.
Теорема о представление квантора существования через дизъюнкцию
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Доказательство.

Зафиксируем 
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И левая, и правая части уравнения (2) принимают значение «ложь» на одних и тех же наборах аргументов.
Теорема о тождественной истинности предикатов
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Доказательство.
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Теорема о тождественной ложности предикатов
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Доказательство.
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Теорема о перестановке одноимённых кванторов

Теорема о перестановке кванторов общности


[image: image74.wmf])

,...,

,

,

(

)

,...,

,

,

(

1

1

n

x

y

n

y

x

z

z

y

x

P

z

z

y

x

P

"

"

=

"

"

 (5)

Доказательство.

Зафиксируем 
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Теорема о перестановке кванторов существования
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Доказательство.

Зафиксируем 
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Теорема о перестановке разноимённых кванторов
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Доказательство.
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	противоречие
	теорема доказана
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Теорема об отрицании кванторов
Теорема об отрицании квантора общности
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Доказательство.

Зафиксируем набор 
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Теорема об отрицании квантора существования
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Доказательство.

Зафиксируем набор 
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Дистрибутивные свойства кванторов

Теорема о дистрибутивности квантора общности относительно конъюнкции
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Доказательство.

Зафиксируем 
[image: image118.wmf]n

a

a

,...,

1

.


[image: image119.wmf]Û

º

Ù

Û

=

Ù

"

1

)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

1

))

,...,

,

(

)

,...,

,

(

(

1

1

1

1

n

n

n

n

x

a

a

x

Q

a

a

x

P

a

a

x

Q

a

a

x

P



[image: image120.wmf]1

)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

1

)

,...,

,

(

,

1

)

,...,

,

(

1

)

,...,

,

(

,

1

)

,...,

,

(

1

1

1

1

1

1

=

"

Ù

"

Û

Û

=

"

=

"

Û

º

º

Û

n

x

n

x

n

x

n

x

n

n

a

a

x

Q

a

a

x

P

a

a

x

Q

a

a

x

P

a

a

x

Q

a

a

x

P


Теорема о дистрибутивности квантора существования относительно дизъюнкции
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Доказательство.

Зафиксируем 
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Теорема о полудистрибутивности квантора общности относительно дизъюнкции
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Доказательство.

Зафиксируем 
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Следовательно, если в левой части импликации получается 1, то и в правой 1.

Теорема о полудистрибутивности квантора существования относительно конъюнкции
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Доказательство.
Зафиксируем 
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Следовательно, если в правой части импликации получается 0, то и в левой 0.
Говорят, что предикатная формула находится в приведённой форме, если в качестве операций могут быть использованы лишь операции квантификации, дизъюнкции, конъюнкции и отрицания, причём отрицание относится только к предикатным буквам.
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Теорема о представлении предикатной формулы в приведённой форме

Каждую предикатную формулу можно представить в приведённой форме.
Сначала с помощью формул (14) – (19) выражаем все операции через конъюнкцию, дизъюнкцию, отрицание, затем, если необходимо, используем законы Моргана и теоремы об отрицании кванторов.
Пример: представить данную формулу в предикатной форме.
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[image: image142.wmf]),
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 - предикатная формула, 
[image: image144.wmf]x

 - переменная.


[image: image145.wmf]A

 называется областью действия квантора.
Вхождение переменной в формулу называется связанным (свободным), если она стоит (не стоит) рядом с квантором или находится (не находится) в области действия квантора по данной переменной.
Переменная называется свободной от данной формулы, если хотя бы одно её значение свободно.
Переменная называется связанной в данной формуле, если хотя бы одно её вхождение связно.

Формула называется замкнутой, если она не содержит свободных значений переменных.

Пример: 
[image: image146.wmf]).
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Все 4 вхождения связанные.


[image: image147.wmf].
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Формула не является замкнутой.

Теорема о переименовании связанных переменных
Связанные переменные можно переименовывать.
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Доказательство.
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Теорема о распространении области действия квантора
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Доказательство.
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))

,...,

(

)

,...,

,

(

(

0

)

,...,

(

)

,...,

,

(

0

)

,...,

(

0

)

,...,

,

(

0

)

,...,

(

0

)

,...,

,

(

0

)

,...,

(

)

,...,

,

(

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

=

Ù

$

Û

º

Ù

Û

Û

ê

ë

é

=

º

Û

ê

ë

é

=

=

$

Û

=

Ù

$

n

n

x

n

n

n

n

n

n

x

n

n

x

a

a

Q

a

a

x

P

a

a

Q

a

a

x

P

a

a

Q

a

a

x

P

a

a

Q

a

a

x

P

a

a

Q

a

a

x

P



[image: image161.wmf]0
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Говорят, что предикатная формула находится в предваренной нормальной форме, если она имеет вид: 
[image: image162.wmf]),
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 где D – квантор общности или квантор существования, ui – переменные, A не содержит кванторов и находится в приведённой форме.
Теорема о представлении предикатной формулы в предваренной нормальной форме

Любая предикатная формула может быть представлена в предваренной нормальной форме.

Любую предикатную формулу приводим сначала к приведённой, а затем с помощью формул (20) – (25) – в предваренную, следя за тем, чтобы никакие свободные значения переменных не попадали в область действия кванторов по данной переменной.

Пример:
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Комбинаторика
Основные правила комбинаторики

1. Правило суммы.

Если предмет А может быть выбран n различным числом способов, а предмет B – m различными способами, причём ни один способ выбора A не совпадает ни с одним способом выбора B, тогда выбор А или B может быть осуществлён (n + m) различным числом способов.

2. Правило произведения.

Если предмет А может быть выбран n различным числом способов, а предмет B – m различными способами, то выбор А и B может быть осуществлён nm числом способов
Пусть имеется n различных элементов.
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I. Выбор с возвращением

1) 
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II. Выбор без возвращения
1) 
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Запись, полученная по первой или по второй схеме, называется выборкой из n элементов по k.
Выборка называется выборкой с повторениями, если используется I схема выбора, и без повторений, если II.
Если 2 записи, отличающиеся только порядком следования символов, считаем совпадающими, то выборка называется неупорядоченной выборкой или сочетанием из n элементов по k.
Если же 2 записи, отличающиеся только порядком следования символов, считаем различными, то выборка называется упорядоченной выборкой или размещением из n элементов по k.
Размещения с повторениями
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[image: image174.wmf]k

k

n

n

A

=


(26)
Размещения без повторений
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 - количество размещений без повторений
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Введём такое понятие:
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Пример.

Сколькими способами в группе из 24 студентов можно выбрать 1 старосту, 1 финорга и 1 профорга? (3 человека)
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Перестановки без повторений

Рассмотрим частный случай. Если речь идёт о размещении без повторений и 
[image: image181.wmf],
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 то говорят о перестановках n элементов и обозначают через 
[image: image182.wmf])

(

n

P

P

n

=



[image: image183.wmf]!
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Пример.

Сколько различных слов можно получить перестановкой букв слова «граф»?
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Перестановки с повторениями

Сколько различных слов можно получить перестановкой букв слова «математика»?
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Пусть у нас имеется:
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 - количество предметов первого типа,
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 - количество предметов типа k.
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 - количество перестановок с повторениями.
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Числа 
[image: image191.wmf])
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 называются полиномиальными коэффициентами.
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k

n

 - число способов перестановок предметов k-того типа.

Пример.

Сколькими способами можно расставить шахматные фигуры (все одного цвета, кроме пешек) на первой горизонтальной линии шахматной доски?
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Сочетания с повторениями
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 - число сочетаний с повторениями.

Количество сочетаний без повторений из n элементов по k меньше количества размещений из n элементов по k в k! раз, так как перестановки выбранных k предметов не дают нового сочетания, а переставить k элементов можно k! способами.
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Числа 
[image: image197.wmf]k

n
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 называются биномиальными коэффициентами.

Пример.

Подсчитать вероятность угадывания ровно 4 номеров в спортлото «5 из 36».
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Сочетания с повторениями


[image: image199.wmf]k

n

C

  - число сочетаний с повторениями
Введём такую систему: k элементов обозначим точками, нарисуем их в одну линию и разделим их n-1 неразличимыми перегородками, причём количество неразделённых элементов будет означать, сколько раз элемент повторяется (если две перегородки стоят подряд, то это означает, что какой-то элемент ни разу не используется в данном сочетании).
Тогда каждому сочетанию с повторениями из n по k можно однозначно поставить в соответствие перестановку с повторениями:
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Пример.

Сколькими способами может быть осуществлена покупка 15 открыток, если есть только 3 типа открыток?
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Формула бинома Ньютона
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Свойства
1) 
[image: image208.wmf],

1

0

=

=

n

n

n

C

C

 
[image: image209.wmf]n

C

C

n

n

n

=

=

-

1

1


2) 
[image: image210.wmf]k

n

n

k

n

C

C

-

=
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3) следствие из бинома Ньютона
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5) свойство арифметического треугольника
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Доказательство.
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Полиномиальная формула
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После приведения подобных слагаемых коэффициенты при 
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 получатся равными 
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Тогда справедлива полиномиальная формула:
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Пример.
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Формула включений и исключений

На предприятии работают 35 человек. 11 человек владеют французским языком, 21 человек владеют английским языком, 13 человек владеют немецким языком. И английским, и немецким языками владеют 6 человек. Английским и французским языками владеют 7 человек. Немецким и французским языками владеют 3 человека. Всеми тремя языками владеют 2 человека. Сколько людей не владеют ни одним из этих языков?
[image: image223.png]aaaaaaaaaaa




Итого 31 человек владеют иностранными языками.
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Ответ: 4 человека не владеют ни одним из языков.

Пусть дано 
[image: image226.wmf]N

 - количество предметов и 
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свойств, которыми эти предметы могут обладать, а могут и не обладать. Обозначим их через 
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  (35)
Формула (35) называется формулой включений и исключений.

Доказательство.

Метод математической индукции.

1) Проверка при 
[image: image232.wmf].
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2) Допустим, что
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3) Докажем это и при 
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Вывод: на основании метода математической индукции утверждаем, что формула (35) справедлива для любых натуральных чисел 
[image: image238.wmf].
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Задачи о смещениях
Дано n предметов, за которыми зафиксированы их начальные позиции.


[image: image239.wmf]-

n

D

 количество перестановок, при которых ни один из предметов не стоит не своих первоначальных позициях – субфакториалы.

[image: image240.wmf])

!

)

1

(

...

!

3

1

!

2

1

!

1

1

1

(

!

!

0

!

0

!

!

)

1

(

...

)!

2

(

!

2

)!

2

(

!

)!

1

(

!

1

)!

1

(

!

!

)

1

(

...

)!

2

(

)!

1

(

!

2

1

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

C

n

C

n

C

n

D

n

n

n

n

n

n

n

n

-

+

+

-

+

-

=

×

×

-

+

-

-

×

-

+

-

×

-

-

=

=

-

+

+

-

+

-

-

=



[image: image241.wmf]e

n

D

n

!

»


(36)

[image: image242.wmf]k

n

D

,

 - количество перестановок n предметов, при которых ровно k предметов стоят на своих первоначальных позициях.
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Задачи о распределениях

Пусть n – количество шаров и k – количество ящиков, в которые нужно распределить эти шары. Найти количество возможных вариантов распределения при условии, что шары различимы/неразличимы, ящики различимы/неразличимы.
* - ни один ящик не пуст.
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1. Введём систему точек и перегородок (см. сочетания с повторениями).
1) Каждому распределению n неразличимых шаров по k различимых ящиков, где допускаются пустые ящики, соответствует перестановка n точек и k-1 перегородок (количество точек левее первой перегородки показывает количество шаров в первом ящике, между первой и второй – во втором и т.д.) (Две рядом стоящие перегородки соответствуют пустому ящику).
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2) Ящики не пустые. В этом случае стоит задача: из n-1 промежутка между точками нежно выбрать k-1 позицию, чтобы расставить на этих позициях перегородки, а это можно сделать 
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2. 1) Число способов распределения первого шара – k
Число способов распределения второго шара – k
И т.д.
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 - числа Стирлинга второго рода.
3. 1) 
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В отличие от 
[image: image259.wmf],

*

U

 ящики не различимы. Так как ящики неразличимы, перестановка ящиков местами не даёт нового распределения. Переставить k ящиков можем k! раз, значит, 
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Пример.
Сколькими способами можно представить число 7 как сумму 4 положительных/неотрицательных слагаемых?
Нужно найти 
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Очевидно, что 
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Далее, пользуясь рекуррентными формулами 
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 заполняем следующую таблицу.
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1

	5
	1
1
	3
2
	5
2
	6
1

	6
	1
1
	4
3
	7
3
	9
2

	7
	1
1
	4
3
	8
4
	11
3



[image: image278.wmf],

3

)

4

,

7

(

=

*

W
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Арифметический треугольник
Пусть у нас имеется неограниченная слева, справа и сверху шахматная доска. В одну из самых нижних клеток мы ставим короля. На каждой следующей горизонтальной линии будем помечать, сколькими способами король может добраться до всех клеток на линии.
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Запишем арифметический треугольник третьего порядка:
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
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	7

	1
	1
	1
	1
	0
	0
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Запишем арифметический треугольник порядка m:
	    k

n
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	…….
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Числа в ячейках таблицы обозначаются 
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Теорема о связи арифметического треугольника и m-ичной системы счисления

Арифметический коэффициент 
[image: image285.wmf])
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 равен количеству n-разрядных чисел в m-ичной системе счисления, сумма цифр которых равна k, причём допускаются числа, начинающиеся с нулей.
Доказательство.
Обозначим через 
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 количество этих чисел.
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[image: image289.wmf]).
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Пример.

Два игрока играют в кости. Если за 3 хода сумма очков на игральных костях составляет 11 очков, то выигрывает первый игрок, если 12 очков, то выигрывает второй. Сколькими способами можно набрать эти очки?
Для начала сделаем замену очков на гранях кости: 1 на 0; 2 на 1; …; 6 на 5. Тогда вместо 11 очков нужно набрать 8, вместо 12 – нужно 9.
Остаётся найти 
[image: image290.wmf]).
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Запишем арифметический треугольник 6-ого порядка.

	
	0
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	2
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	4
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	25


Ответ. 11 очков можно набрать 27 способами, 12 очков – 25 способами.
Свойства обобщённых арифметических коэффициентов
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Доказательство.
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 - обобщение одного из свойств для биномиальных коэффициентов.
4) Формула разложения по первым разрядам.
s – сумма, которая может быть достигнута в первых i разрядах.
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 - сумма, которую могут набрать 
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 - для любого s можно составить всего разрядов 
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 Каждую цифру в 
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s – количество нулевых разрядов.
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Рекуррентные соотношения
Задача Фибоначчи

На начало года имеется пара новорожденных кроликов. Через 2 месяца кролики дают потомство и продолжают давать потомство каждый месяц. Сколько пар кроликов будет к концу года?
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	1
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89
	144


Рекуррентным соотношением k-того порядка будем называть соотношение 
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 позволяющее вычислять члены последовательности 
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 с номером 
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 через k предыдущих.
Последовательность 
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 называется частным решением рекуррентного соотношения, если подстановка общего члена последовательности в рекуррентное соотношение превращает его в тождество.
Пример.
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Будет ли 
[image: image310.wmf]n

n

f

2

)

(

=
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Следовательно, 
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 - частное решение рекуррентного соотношения.

Общим решением рекуррентного соотношения k-того порядка называется решение, содержащее k произвольных постоянных, путём подбора которых можем удовлетворить любые начальные условия.
Пример.
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Линейным однородным рекуррентным соотношением второго порядка с постоянными коэффициентами называется соотношение 
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- характеристическое уравнение соотношения (38)
Лемма о линейной комбинации решений
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Доказательство.
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Теорема о виде общего решения соотношения (38)

Пусть дано 
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По лемме о линейной комбинации 
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Покажем, что 
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 - является решением по лемме о линейной комбинации.
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Линейным однородным рекуррентным соотношением k-того порядка с постоянными коэффициентами – это соотношение вида:
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(41)
- характеристическое уравнение соотношения (40).
Теорема о виде общего решения соотношения (40)

Пусть дано 
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 и его характеристическое уравнение 
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2) если имеется пара комплексно сопряжённых корней 
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Пример. Рассмотрим соотношение 
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Элементы формальных теорий

Принципы построения ф.т.

Для задания ф.т. нужно определить:

1) алфавит;

2) формулы -  правильно построенное выражение;

3) аксиомы – подмножество формул (конечно, бесконечно);

4) правило вывода – правило получения новых формул из уже имеющихся;
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Если 
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 вступают в отношение F, то говорят, что формула 
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├─  - выводимость.
Теоремой называется формула B, если существует последовательность формул 
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 такая, что каждый член последовательности либо является аксиомой, либо получен по некоторому правилу вывода из предыдущих: ├─B (B – выводима).
Говорят,  что  множество  формул  B   выводимо  из  множества  гипотез 
[image: image382.wmf]G

G

:

)

(

g

├─B, где Г – некоторый список формул, если существует последовательность 
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 любой член которой либо формула из списка Г, либо аксиома, либо получен по правилу вывода из предыдущей.
Пример: классическое исчисление высказывания L.

1) Алфавит 
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2) Формулы:
а) символ каждой переменной или переменная с индексом объявляется формулой;

б) если A и B – формулы, то 
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в) других формул нет

Замечание: внешние скобки будем опускать.

3) Следующие формулы называются схемой аксиом:
I) 
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Аксиомой называется формула, полученная из какой-либо схемы аксиом подстановкой на места её переменной какой-либо формулы.

Подстановка в первую схему аксиом:
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4) Modus Ponens (MP) – правило вывода - 
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Применим правило отделения.
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Доказательство.
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По допущению индукции где-то сделаны вставки
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Возьмём вторую схему аксиом.
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Если перед любой формулой можно сделать вставку, то и перед последней тоже можно.
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Применение теоремы о дедукции.

1. Транзитивность импликаций (т.и.).
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2. Правило сечения (п.с.).
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